Quelques théorèmes sur les séries orthogonales 
par 


J. Marcinkiewicz (Wilno) 


1. Cette note contient trois parties différentes. Dans la pre- 
mière je démontre certaines propriétés du système orthogonal 
de Haar. Dans la deuxième partie, je généralise un résultat 
concernant les séries lacunaires. Dans la dernière partie je donne 
un théorème général sur l’unicité de séries orthogonales. 


2. Posons 
(2.1) Pr- (X) = Sign sin 2" ng n= 1,2,3,…. 


(2.2) Volt) = 1; pAÂX) = Pa, Pay Png ++ Pay 
où 
(23) n>0; n—21+204 +2, n N> n>... ny. 


Désignons encore par H„m la fonction égale à V2" et — Var 
dans les segments (2(m—1)2—", (2m—1)2-") et ((2?m—1)2—", 2m2-") 
et égale à zéro en dehors de ces deux intervalles. Les fonc- 
tions y,,y, et H,, sont respectivement les fonctions de R ade- 
macheri) de Walsh?) et de Haar3), 

Paley a démontré le suivant 


Théorème 4): Soit 


(2.4) feL (r > 1); J= J'a,y, 
21 
(2.5) Ao = t; > au V>0. 
u=2v" 1 


1) Rademacher 10. 23) Walsh 12. 3) Haar 1. +) Paley 9. 
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ce dé 1 1 1 
eo a fÈ w< f'rra<s. [Sara 
0 


où À, et B, sont des constantes positives. 
Je vais démontrer un résultat analogue pour le système de 
Haar. On a le 


Théorème 1.1) Soit 


(2.7) feL'(r>1) 
(2.8) j=mt È D nn Hum. 
On a 


1 1 1 
(2.9) A, L {a+ a? nH nY de < firiæ<e {a+ Xa nH? ny” 42. 
6 éd Ò Se 


La démonstration est presque immédiate. En effet, posons 


291 

(2.10) f=24,; A=00 4,= 

P- 

Si l’on développe les fonctions 4, selon le système de Haar 
on obtient 


uPu' 
g 


n—1 
(2.1 1) 4, =S au ee 
de sorte que 

n—1 
(2.12) 4, ST Anm Hn,m: 


mæl 


Les formules (2.6), (2.10) et (2.12) donnent (2.9). 
Théorème 2. Si la série 


représente une fonction de la classe I” (r>1), il en est de même 
pour la série 


E 
foao Sr 2 2, BEC A 
dès que la suite {Àn m} est bornée. 


1) Pour les relations mutuelles entre les théorèmes 1—5 voir Orliez 1. 
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Théorème 3. Désignons par H, les fonctions de Haar prises 
dans un ordre arbitraire. Soient 
(2.13) Pa u; Jel (r> 1). 
La série (2.13) converge fortement 1). 

La démonstration de ces deux théorèmes résulte facilement 


de la formule (2.9). La même formule donne aussi le 


Théorème 4. Soient 


feL/(p>1); f=Za,H, 
gelL*(q>1), g=Z0,H, 
La série 


1/p + 1/q=1. 


Z'a,b, 
converge absolument. 
C’est une conséquence immédiate du théorème 2. 
On a enfin le 


Théorème 5. Il est possible de choisir une suite croissante 
{n,} de nombres entiers de sorte que l’on ait 


1 1 
(2.14) [iS* "ax < A, f\f'ax 
ò ò 
où 
8* — max Ja, H,]; feL; = ÿa,E, (r>1), 
1 


Es effet, rangeons les fonctions H,, comme il suit: H,,H,;, 
H;1, Hs», Hs, et désignons les fonctions ainsi obtenues par 
Ho, His Ha, Hg, ... Choisissons la suite {n,} de sorte que le plus 
petit indice des fonctions H, dans le groupe 


7 
- aH, 
v 


surpasse le plus grand indice des fonctions À, dans le groupe 


LS | 


Nos 
ny-2 


nu 


1) Cf. aussi J. Schauder 11. 
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D'après le théorème 1 on voit que les séries 


Z do,+1; Z 4 
où l’on a posé 


a-i 
v 
4, = > a, Hp 
Cet" hé 


réprésentent des fonctions de la classe Z/. On a d’une façon 
évidente 


La LA 
max p) Az„+1| < max (S,; max PA 4z„| < max |S; | 
r v v v 


où 8, et S, sont les sommes partielles des séries 
ZoH,=£Edu; Zoo H,=£i,,. 
On voit que tout revient à démontrer le 
Lemme 1. Soit 
feL'; f—Za,H,; 8,=ÿa,A; 8° = max LAR 


On a 
1 1 


firas < A, [fl ax. 
0 0 


Ce lemme est sûrement connu, quoiqu'il soit difficile de dire s'il 
a été formulé explicitement dans la littérature. En tout cas, on 
peut l'obtenir d’un théorème de M.M. G. Hardy et J. Little- 
wood!) par le même raisonnement dont s’est servi Paley?) pour 
obtenir un résultat analogue relatif au système de Walsh. Je 
laisse les calculs au lecteur. 


3. Dans une note anterieure 3) j'ai démontré le 


Théorème. Soit donné un système orthogonal et normal dans 
l'intervalle (0, 1) satisfaisant à la condition suivante 


1 
(3.1) lim sup [le.(v) dr >0. 
n +00 0 
1) Hardy et Littlewood 2. 23) Paley 9, spéc. th. 1, p. 246. 


3) Marcinkiewicz 3. Pour le théorème réciproque voir Marcin- 
kiewicz 3, 4, 5 et 6. 
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On peut choisir une suite {pn } de sorte que la convergence presque 
partout de la série 


(3.2) Zay pn, (2) 
entraîne la relation 
(3.3) Za <00. 


Dans la note présente je vais démontrer un théorème plus fort, 
à savoir le 


Théorème 6. Dans Vhypothèse (3.1) on peut choisir une suite 
{pu} de sorte qu'une série quelconque (3.2) satisfaisant presque 
partout à la condition suivante 


(4) liminf 8,(#)>—00, où S,(2)= Jap, (2). 


satisfasse aussi à la condition 
(3.5) Za < © 
La démonstration est basée sur deux lemmes. 


Lemme 1. Dans l'hypothèse (3.1) il est possible de définir 
une suite {pn} extraite de la suite {pn}, un ensemble K, un système 
orthogonal et normal {y,} et une constante a de sorte que l’on ait 


(3.6) IK] < 0, 
(3.1) ZE (y (2)*# ap, (x) € E)| < co, 
1 

(3.8) fvwmdz=0 (kÆk') pix)=0, 2e0K, k=1,2,.. 

0 
Pour chaque ensemble A, AK! > 0 
(3.9) lim inf {yi(x) de > 0. 

k—>00 1 

On a enfin 


: : 
_ f1 pour (i,k)=(i,k) 
(3.10) j Pa Prw do = { O «  (i,k)+(i',K') 


où Von a posé 
Vi = Yi Yk (<k): 
Ce lemme est connu). 


1) Marcinkiewicz 3. 
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Lemme 2. Les fonctions {y,} jouissant de propriétés (3.6), 
(3.8), (3.9), (3.10), il est possible de définir deux nombres positifs e 
et A de sorte que l’on ait pour chaque ensemble E, |EK|>|K|—e 
et chaque suite {a,} 

(3.11) [lZagide > A(Z. 
E 

Ce lemme est aussi connu, je lai démontré dans un travail 
commun avec M. A. Zygmund!ł). Ce lemme y est formulé 
pour les fonctions dites indépendantes, mais la démonstration 
n’exige que les propriétés énoncées plus haut. 

Maintenant il est facile de démontrer le théorème?). Suppo- 
sons qu'une série quelconque 


(3.12) D aypa, 


où les fonctions {, } vérifient les conditions du lemme 1 satisfait 
à la condition (3.4). On conclut facilement que la série 


(8.13) Xay, 


satisfait aussi à la même condition. Il en résulte l'existence d’un 
nombre positif M tel que 


(3.14) S,(x)>—M; veE; |EK|>|K|—s; n—1,2,… 


où S,(x) désignent les sommes partielles de la série (3.13). 
Supposons que 


D’après (3.11), on obtient 
(8.16) fi8,(2) de > A ($ a)" 
E 1 


D'autre part, en tenant compte de (3.14), on conclut 
fSidr< [\8,+M\de+ f Mar= f 8, dw +2M\Ej= Saé, + 2 MIE) 
z E -i E 


E = f pde. 
È 


Or, comme 
à i < ©, 


1) Marcinkiewicz et Zygmund 7, th. 2. 
2) Comparer ici Zygmund 15. 
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on en déduit d’après (3.15) 
n tha 
[lSdm=0(Sa), 
E 1 
ce qui est impossible en vertu de (3.16). 


4. La théorie de l’unicité de séries -orthogonales n'est déve- 
loppée que pour systèmes tout-à-fait particuliers. Je vais donner 
ici quelques théorèmes généraux. 


Théorème 7. Soit {y,} un système orthogonal, normal et 
complet dans l'intervalle (0,1). Il est possible de construire une 
série non-nulle 


Da, p, 


et une suite {n,} de sorte que la suite des sommes partielles 


Sn, (2) = X a,p,(2) 


converge presque partout vers zéro. 


Je vais donner deux démonstrations différentes de ce théorème. 
La première d'elles est très intuitive, la seconde a l'avantage 
de pouvoir être appliquée à la démonstration du 


Théorème 8. Supposons que le système {pn} vérifie les con- 
ditions du théorème 7 ainsi que la condition suivante 
(Pa(æ) < M; O<æ<1; n=1,2,3,... 


Il existe une série non-nulle et à coefficients tendant vers zéro, 


D ayps 


et une suite {n,} telle que la suite 


8, (2) = X ap Pu (2) 


converge presque partout vers zéro. 


Lemme 1. Soient 
Pis Par +3 Pn 
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n fonctions orthogonales et normales, e un nombre positif et 
Ayy Agy -+y An quelconques. Il existé une fonction f satisfaisant aux 
conditions suivantes 


(4.1) E(f+0) <e; feL?, 
(4.2) [foidz =a EL h: 
Posons 
(k+1)/s 
(4.3) s| pde=g?  (ks<a<(k+1)/s) k=0,1...8—1. 
kjs 
On a 
T 
(4.4) lim i} (pP —p) dx = 0. 


Il est facile de démontrer que les fonctions gf, i=1,2,...,n 
sont linéairement indépendantes dès que s surpasse un certain 
nombre N. En effet, on conclut facilement de (4.4) 


j pP gP da x Pi pı de, 
0 0 


d'où il vient 


a a? … dd 


où 
1 
afl= | pP o da, 
0 


ou bien pour n> N 


4,+ 0, 


ce qui équivaut à l'indépendance linéaire des fonctions pf, p$, ..., p. 
Il en résulte facilement l'existence d’un déterminant non-nul 
d'ordre n de la matrice 


nas Eney ver Šis 


Éis a23 ...9 S 


ai Es ...9 Eks 


http://rcin.org.pl 


92 
où l’on à posé 
Err = Ex(8) = oP ((2k — 1)/2s). 
Supposons par exemple que ; 
Én19 É129 +0) Šia 
É215 E223 s.. Eon +0 


I Ei es 
et soit njs < e. 
On peut choisir les nombres 4,, 4,, .…, 4, de sorte que Pon ait 


n 
ZA, Ew = s0. t=1,2, sn. 
v= 


La fonction f égale à A, dans le segment (v/s, (+ 1)/s) 
v=0,1,2,...,n— 1 et à zéro en dehors de ces intervalles vérifie 
les relations 


1 
[foi dx = a, i=1,2,..,n, 
0 
ce qui achève la démonstration du lemme. 
Par une application facile de ce lemme, on obtient facilement le 


Lemme 2. Soient f une fonction de carré sommable, e>0, n un 
entier positif. Il existe une expression de la forme 


N 
Dry -i Qi Pi 
satisfaisant à la condition suivante 
E(If—8,n>e)<e. 


En effet, d’après le lemme 1, on peut modifier la fonction f 
dans un ensemble de mesure ne surpassant pas e/2, de sorte que 
la fonction ainsi obtenue f* soit orthogonale par rapport aux 
fonctions Pi, Pas …, Pn et de carré sommable. Soit 


ji =} ii. 
n+l 


En tenant compte du fait bien connu que la suite des sommes 
partielles d’une série étant le développement d'une fonction 
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de carré sommable, converge en moyenne vers cette fonction dès 
que le système est complet, on conclut facilement que pour N 
suffisamment grand, on a 


B-S aipi|> e)|< e2. 


Or, comme les fonctions f et f* ne diffèrent que dans un ensemble 
de mesure £/2 au plus, on voit facilement que l'expression 


N 
D,N = pA dpi 
n+l 


vérifie toutes les conditions demandées. 
Il est maintenant facile de démontrer le théorème T. En effet, 
d’après le lemme 2, on peut choisir une expression 


m 
Dam =) UP m>l 
de sorte que lon ait 


|E (lp + Örn) > E1)| < er 


De même on peut choisir une expression ®,,,, de la forme 


CA + Dam + Do, ml 


de sorte que la somme 


surpasse & dans un ensemble de mesure e, au plus. D'une façon 
générale, on peut choisir une expression 


(D 


pk 
satisfaisant à la condition suivante 


E(|pı a + 2 + Payngss| > &), < Ex- 


Si la série à terme général e, converge, la série 


ZD 


nekt 


converge presque partout vert zéro. 
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La deuxième méthode de démonstration est basée sur le suivant 
Lemme., Le produit infini 

(4,5) I (1 + a, sin 2an, æ) 

converge presque partout vers zéro dès que 

(4.6) a, —>0; J=; n,n > 3. 


Ce lemme est dû à M. A. Zygmund1}). 
Pour en tirer le théorème 7, supposons My, nay... Ne définis 
et posons 


k co 
P,=/[](1 + osin 2anæ) =X af" p(x) c>0. 
1 i=l 
Soit m, un nombre choisi de sorte que lon ait 
E( La qe) > e) < er; m >m. 


Soit n>m, suffisament grand pour que l’on ait 


bA] < 274m7; t—1,2,...,m 


co 
Cry SÌN 27 Nix Pr = È DP qi(æ) 


Il est évident que les suites {af} i=1,2,... convergent. Je 
vais démontrer que la série 


2 api 
où 
a; = lim a{* 1127 
k 


vérifie les conditions du théorème. Dans ce but, il suffit de prouver 
que presque partout 


be 
>) ap; — P, —> 0. 


1) Zygmund 13. 
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Or on a 
Mk ar i co 
Zupi— P, = 2 (a — 9 )p: = 2 p=A, Gr P, 
"i 


|E(|B;| > &)| < &, 
la; — af < X [af — af] < 2m". 
sk 
On peut en déduire le résultat demandé dès que 


È E, < co. 
v 
Supposons maintenant 
(gu(a) <M; 0<æ&<]l; k=1, 2, 


Les formules 
1 


P,>0; [P(x)dm=1 


0 


donnent d’une façon immédiate 
la| <M; a—=0(1). 


Pour obtenir le résultat plus precis &,—o(1l)} on peut raisonner 
comme il suit. 


On a 


où 
Ø, = a sin 2n næ Pii. 


Supposons n, < 8 < npp k > v +1. 
On a 


k l si à = 1 k 
(k) — = = 
a LL Z S+] Pode [op d0+ à f 
= À, + Be + Ok + Dı 
Bi <eo M; |O] < eop M; [Di <2”. 


D'autre part, n,-ı étant établi, on peut choisir n, de sorte que 
lon ait pour s> n,, |A| <2. Il s'ensuit 


la®| < M|e,| + Mosul + 27%, 
la| < Mle) + M|e,4l +27, 


ce qui donne &, = 0(1). 
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